Consideremos

Y+ p1(x)y + po(x)y = g(x). 21.1)

Sabemos, que solugdo geral da (21.1) tem forma y = y;, +y,, onde
yn = c1y1(x) + c2y2(x), cr,e2 €R

é solugdo geral da

Y+ p1(x)y' + po(x)y =0, (21.2)
ey, € solucdo particular da (21.1). Procuremos y, na forma y, = ¢ (x)y1 (x) + c2(x)y2(x), assim

Yp = €1 ()1 (x) +e1(x)y'(x) + 3 (x)y2(x) + c2(x)y5 ().

Sejam ¢ (x) e cp(x) tais que

ch ()1 (x) + 4 (x)y2(x) =0, (21.3)
assim

(x) + 2 (x)ya (x),
() 4 1 () (x) + 5 (x)y2 (x) + e2(x) + 5 (%)

Substituindo yp,},,y, na (21.1) temos

Yp = c1(x)y
/! /
yp=ci(x)y

—_~ =~

c1(x) D (%) + pa ()i (x) + po(x)y1 (x)] + €2(x) [y7 (x) + i1 (x)y5 (%) + po(x)y2 (x)] +
=0 =0
+ch ()1 (x) + ey (x)yh (x) = g(x), =
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¢t ()1 (x) + 3 (x)yh (x) = g(x). (21.4)
Assim temos sistema (21.3)-(21.4) ou
{ gt o =0 o1s)
¢} ()1 (x) + 5 (x)yh (x) = g(x)

ou na forma equivalente

Temos que det(A) = W(y1,y2)(x) # 0 (como y; e y» sdo LI), assim (21.5) tem unica soluc@o. Pela
regra de Cramer,

‘0 y2(x)
¢ (x) = gx) »E)| _ —»)g)
: yi(x) y2(x)|  WLy2)(x)’
Yi(x) ¥(x)
yi(x) 0
yi(x) g(x) y1(x)g(x)

G0 =10 ] W

portanto
nsl)

8 ol = [

— Whn "

-

c1(x)=—

Teorema 21.0.1 Se as fungdes pj, po, g sdo continuas em intervalo 7 e {y1,y>} é conjunto funda-
mental da equacao
Y'+p1(x)y + po(x)y =0,

entdao a equacao
Y 4 p1(x)y' + po(x)y = g(x)

tem solug@o particular y,

() | e

5= 1) | Wo132)0)

)

portanto a solucdo geral tem forma

y = c1y1(x) + c2y2(x) + yp. c1,c2 €R.

= Exemplo 21.1 Resolva
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Solugdo.
Yy=yntYyp

T =0, =4, = .

emos pi () =0, po(t) =45 = |

a) Procuremos yj,. Equagdo caracteristica é P»(r) = r? +4 = 0, assim r = 4-2i e {cos 2x, sen2x}
=1 =Y2
€ conjunto fundamental, portanto y, = ¢j cos2x + casen2x, ci,¢2 € R.
b) Procuremos y,. Seja y, = c1(x) cos2x + ¢ (x) sen 2x usando (21.5), obtemos
[ cos2x  sen2x ] [c’l (x)] B { 0 ]
=15 |.
—2sen2x 2cos2x| |ch(x) -
Pela regra de Cramer,
0 sen2x
s e e
= cos2x sen2x | 2cos?2x+2sen?2x cost:
—2sen2x 2cos2x
‘ cos 2x 0
3 3cos2
cy(x) = T28en2Y o = et = SO 3senx.
cos2x  sen2x 2cos?2x+2sen?2x 2 senx

—2sen2x 2cos2x

Assim,

c1(x) = /—3c0sxdx = —3senx+c/,

31 3 1
ca(x) = /(EE —3senx)dx = _Elnlﬁc + cotx| + 3cosx +c”.
Sejam ¢’ = ¢ = 0. Logo
3 1
yp = —3senxcos2x — = In|—— + cotx|sen2x + 3 cosxsen2x,
2 'senx

3 1
e podemos escrever a solugdo geral y = ¢y cos 2x+cp sen2x— 3 senxcos 2x — 3 In| onx +cotx|sen2x+
X

3cosxsen2x.

m Exemplo 21.2 Ache solugdo geral da equagdo geral
xzy" +2xy =2y = ¥ +1,

2

sabendo que y; = x e y, = x ~ sdo solugdes LI da

x2y” +2xy =2y =0.
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2 241
Solugdo. Temos que y' + =y — 5y = )%

x0T X x
c1,c2 € R.

Procuremos y,. Seja y, = ¢1(x)x + c2(x)x2, onde

o3l |

= g(X), Y =yn+yp, onde y, = c1x+ cax 2, com

3-)
Assim
0 x?
ﬂ __2 2+1
, IR 3 — 1 1
Cl(x)_ x x? —)% §+ﬁ’
-2
1 —=
x3
X 0
2l 41 3
1 4
CZ(X): x_22 = x3 _—x_——.
X X -3 3 3
-2
b
Agora
1 1 x 1
= [(=4+—Vdx=2— —+¢
c1(x) /(3+3x2) Y=g e
3 4 2
_ X __x X "
Cz(x)_/( ERETA R TR
Supondo ¢’ = ¢” = 0, obtemos
X 1 X x2 D) 21
=GR =Ty
Resumindo
_2 X2 1
y(X)=c1x+c2x ‘|‘Z_E, c1,c2 € R.
Equacdo de Euler
™y +aixy +agy=0, x>0 (21.6)

METODO: mudanga de varidvel x = ¢', ou t = In.x.

dy _&y dt _dy 1

dx dt dx dt x’
dzy_d(dy 1>_d2y dt 1 dy 1 d’ 1 dy 1
dx>  dx'dr x dr2 dx x dr x>  di2 X2 dr X2
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Assim (21.6) implica que
1 d*> dy 1dy d?y dy
2.1 / _ 2 — —
ax”y" +axy’ +agy = arx ;(—— —) —i—alx;E —i—aoy—ag-ﬁ—i- (a1 —a2)5+aoy =0.
(21.7)

Em outras palavras, obtemos equagdo com coeficientes constantes, logo (21.7) tem solugéo do tipo

e", onde r é raiz da equacdo

ay—ax  ap
P+ 2 =0,
az az

assim y(x) = ¢""* = x” & solugdo da (21.6).
= Exemplo 21.3 Resolva
xzy" +2xy +y=1Inx.

Solugdo. Temosy =y, +y,.
a) Procuremos yy, onde y;, € solucdo geral da equacdo de Euler

Xy +3xy +y=0 (21.8)

comap; = 1,a; =3, e ap = 1. Fazendo mudanga x = ¢’ ou y = Inx, obtemos da (21.8)

d’y | dy

— +2—= =0. 21.9

a Vra Y (219)
Equagio caracteristica 7> 4 2r + 1 = 0 implica que r = —1 é raiz da multiplicidade 2 e neste caso

{e~!,te”"} é conjunto fundamental para (21.9). Lembrando ¢ = Inx, obtemos que {x~!,x~!Inx} é
conjunto fundamental para (21.8), e

ci Inx
yp=—4cr—, c1,c2 € R.
X X

3 1 1 1
b) Procuremos y,,. Temos y” + =y’ + —y = n_2x =g(x). Sejay, = () + e X
X x x

07 [0 - 1]

Assim
0 Inx
X
Iy 1(1 —1nx) (Inx)?> 1 1 (Inx)?
2 2 X nx nx
ci(x) = 7 o =3 (—3(1—1nx)+x—3)— 3 x* = (Inx)2,
X X
—% =% (1—Inx)
Lo
/ )% ljcl_; Inx 3
ch(x) = T =Inx
-2
bs
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Agora

1 1
c1(x) = /(lnx)zdx = —x(Inx)? +/x-21nx- ;dx = —x(lnx)2+21nx'x+2/x- ;dx =
= —x(Inx)* + 2xInx + 2x + ¢

1
e (x) :/lnxdx:x-lnx—/x-;dx:xlnx—erc".

Seja ' =" =0, logo
1 2 Inx
yp = ;(—x(lnx) +2xInx+2x) + T(xlnx—x) =Inx—2

e solucdo geral é

1
y(x) = ﬂJrczﬂJFZ(lnx)2+lnx—2, c1,c2 €R.
x x



